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1 ė∗1 + J̃2

+˜̇e2

∗ � k*� } o��
%��

J̃2 = J2P
A
1

0e) :M� 0 b!�(7 %�H � 09,�<10 e2
�2�6���6:;BV� '=,1%pY � '�<10 e1

0 : %�� ˜̇e2

∗
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ė∗n




� k*� k����

q̇ =
[

J+
1

(
J2P

A
1

)+
. . .

(
JnPA

n−1

)+ ]
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ė(τ) + Λe(τ)

)
− κPA

n g
� k*� k ` �

09, ,1% :C� , : PA
0 = I � t � )!0 7 %�,*<>0M)9K BG79@;�6: Z

{
q̇i = q̇i−1 + (JiP

A
i−1)+(−λiei − Jiq̇i−1)

q̇ = q̇n + e−µ (t−τ)
(
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���������(��$����	���M�	����%5�+�,�	$����M��$#�����(�����������ZPu�(343�dYR,35� �]%5�����<�E� �+���	���	�b���	8��"�����
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∗
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m∑

i=1

(ẽi + ∆̃e∗i )σi∆̃q2i
+

m∑

i=1

σ2
i ∆̃q2i

2
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2
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ee+g∆e

∗
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ee+g∆e

∗
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∗
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∗
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∗
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(ee1, ee2)
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��� q ��� ����%($����9����!��	�

F̂
ee+g∆e

∗
�2$'�����0�7���L%*�����l��� $2J;���������O�����	���������
�
��� q ��$<�����+�#$��(���F���M��$��	B��0/��%��	���(����%($'�������������l���LC�$'�0$��������	��$����

���L�	����%5�+�,�-���L��$W�����(�����������vPf�(343�d+R�3 ���������7�*���O��� � ���+���+���	$'�����K���L�0$��
�������<��$W�����+�#$��(���T� �+�����5��$'����� z ��$��5�
�E� �+� %($����N����!��	� F̂

ee+g∆e
∗

%*�����9C�$'�0$��������<���
���+� %*�����9���N��$]�����5���G�	�����73@� �Z�0/����0�0/��T�����(� ∆q2
��$��(� F

ee+g∆e
∗
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��� �0$����<�.� ��!��	������� ∆q2��$��(� F
ee+g∆e

∗

q %($�� �	������� z 3
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∀i ∈ [1..m],
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∆̃q2i
= 0

0 < ∆̃q2i
≤ − 2

σi
(ẽi + ∆̃e∗i )

− 2
σi

(ẽi + ∆̃e∗i ) ≤ ∆̃q2i
< 0
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� �e�	$�%�%5�������
A��(�N��$]����>?��� �����_%($'� σi
��� �-%*���	����!����#��$��&A������jA��(�
������� i � σi > 0 P σi

��� �9�����
>2$'�������&%��	��%(���
��� J R,3(� �W%*������$������	�M��$������������F��� ∆q2i

��%��	���#$�� q %($�� �	���Q���&��$L>2$'������� z̃i
�����	���+� %*���5��$������<%5�����"�0/($������n���+�

�����(� DX��$��-�

∆̃q2i
=





z̃i
��� i > m ��� z̃i = 0

z̃i
��� 0 < z̃i ≤ − 2

σi
(ẽi + ∆̃e∗i )

z̃i
��� − 2

σi
(ẽi + ∆̃e∗i ) ≤ z̃i < 0

0 ��� σiz̃i > 0 ��� ẽi + ∆̃e∗i < 0

0 ��� σiz̃i < 0 ��� ẽi + ∆̃e∗i > 0

2(ẽi + ∆̃e∗i )
�����(���
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pF��� ���K����������8����&�+A��5$2�������]%*�����<���2�N��� �	���K�����(�Q�����&tu�����
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�

∆̃q2 = P̃(z) = P̃ezz̃ =




p1(z) 03 3 3
0 pn(z)
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1
1
1
0
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− 2( eei+ g∆e∗

i
)

σizi

��� i > m ��� zi = 0
��� 0 < zi ≤ − 2

σi
(ẽi + ∆̃e∗i )��� − 2

σi
(ẽi + ∆̃e∗i ) ≤ zi < 0

��� σizi > 0 ��� ẽi + ∆̃e∗i < 0
��� σizi < 0 ��� ẽi + ∆̃e∗i > 0
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(
e − ē
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H : Rn → Rn×n

a → Ha = diag (hβ (a1) , . . . , hβ (an))
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3�iT� $�%���8+�9P���3 3�R,����$N�����	��>����&���

eq
��� �+���	�G�9�

ėq = Hė + Ḣ
(
e − ē

) PE��3 ��R
���
����%�%*���	$!���mA��(� ē �+�;������(� �	$����@�	�����$��T������C&���"�E� $��������	>?���	� ���
������3 H �����m���,�
%�����6(���j�����j��$'�����������Y���(����C�����C��
$'�����0���E� �,��������>2$������N���L�	�	$��(� ���������I3.pF����$n����>?������� q �(��C�����C����b���+�->Y$�����$2�	�����(�-��� H ��� q tf$����	�L��$n�����N%(����65��$'�������
Ḣ ≈ 0 3\�#�n��!����������<$'�����0�M��$Ttu�����
�9� �(��>2$!���	�&���9��$%�#$2�	�������MJ $�����!����������9��� eq

�

Ĵeq
= HJ P���3 ��R

4��k���N%*���	$!���Q�����9���+���	�������	$!�(���<���?%*���(���������������9���&�E� �����	���(�M>����0��E� ����%($����&���&�����?>�����C����(���LP ėq = −λeq
R������

��!����������<$'�����0�M��$
����� �
$��(���9������>2$����	�
�

q̇ = −λĴ+
eq

eq = −λ
(
HJ
)+

H
(
e − ē

) PE��343'R
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���#��� ���k%����(�
%��	���5�����]���`�����N%����k��$e�����
%5����$����	�]�	$2�	��� tf$'�����k��$��(�N��$_�����"���
����� �
$��(����37pF��� �	�
�����
%*���	$!�����T%5�����K�����(�T��>����������-����!��	���
�����9��$��(�-��� ����%($����T���#�	$2�	��� tf$����������73*4m�����
��� �9���
������>��+$'�n$��������#$2����A������
������$��,����>����9� �7�������&%($��	���&$��]�����	� �(�"���k�����(��� ē 3
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q̇ = −λ
(
HJ
)+

H
(
e − ē

) PE��3 ��R

���
	����	�� iT� $'%�&	8��&P���3 ��R,�����n�	$'�('"A*)�+ ėq = HJq̇ + Ḣ
(
e − ē

) 3�4��]�,�*',&	���	)�����$��*'9PE��3 ��RF��$!�5�9P���3 ��R������
��!�'��-+��*'���� ��>����-)	'������]�	+9�E� +.&,&�+/)�& eq

��� )(�Q�E� +�)0+1'b�	+&��$
����� �#$!�5�	+9A�)5$'���2'0$3'���> +
�

ėq = −λHJ
(
HJ
)+

H
(
e − ē

)
+ Ḣ

(
e − ē

) PE��3 ��R

�#�4+���%�&	�,�5+&��$#���/&	��>��/+ Ḣ +��Wtu���(�6'	�����k��+ eq
�

Ḣ = H′ Diag(ė) eq
P���3�d+��R

�'& H′ +��7'"��$%�#$3'�&����1+&����$'C����($��(+&�����*'"�-+��"�����
%5����$���'�+��M� ���*'Q�-+��"���/&	��>��/+��M�	+ hβ
� H′ = Diag

(
h′

β(e1), . . . ,

h′
β(en)

) 3l�#� �
���*'�&,+#tf$������(+��5+��*'TA*)�+ ė +/' eq
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�(+.&"',+.&��5+&%($:& H �(���]��!	'	�(+���'"6 �($'�-+��5+��*'9�

ėq = −λKHJ
(
HJ
)+

eq
P���3�d�d+R

$Y> ++� K =
(
HH+ + H′Diag(eq)H+

) 3��<&M��$T���.&���>��.+ H′ ++�9'Q%5��� �('���> +�3�i=+-%��-)(��� Diag(eq) +��7'Q%5��� �('���> +-� )
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6��($��(+��5+��*'9�

Jeq
Ĵ+
eq

= KHJ
(
HJ
)+

≥ 0 P���3�d 3�R
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q �����?>�+/&	C +/&Q��$��(�")��:����'�+/&	>2$'���(+9�	+K�	$3'	��� tf$��1'������k����6��(�7%($:&���+/)��

�,+/)������ ēm
+1' ¯eM

Pf���k�7)�%(%5���7+&A*)�+&�(++�"�����
%*���	$!�*',++�Q�	+ ēm
�����*'M����tu�.&��-+/)�&�+��"$ )��W�����
%5����$���'�+��Q����&,&�+���%*����D

��$���'�+��"�	+ ¯eM
R,3\�#�]>�+/)	'��	$3'	��� tf$'�-&,+-�-+ ',+��7'<�,)���>2$���'9�

∀i ∈ [1, k], ¯emi
≤ ei ≤ ¯eMi

P���3�d+c�R
S@$L�����7�	+9����� �#$!�(�	+-%�&	�������	+���'�+-�,+&C������/&0$'�����,+;'	� )	'��.� $'!*� &0�W���(&�+��1',+��5+���' q )��k�7+.)����7�,)�%*�/&	�(+.)�&+3 H ��)�&

�	$3'���� tf$'�-&,+-��$#�����(���2'	����� ei ≥ ēi
�����I�7)�} '<��+&�0/�+/&0�0/�+/& q ��$:'����;tf$��(&�+ −ēi ≤ −ei

3
S@$N�����(���2'	�����ePE��3�d�c�RM�,+%&������/&��('Q$�����&	�-�

∀i ∈ [1, k], ei ≤ ¯eMi

+1' − ei ≤ − ¯emi

P���3�d���R

p#+���$ &�+�>?�(+��*'L�����(� q $'%�%�����A�)�+/&K��$ �
�1'�/(�?��+h%�&	�����+�	+��*'�+#%5��)�&9tf$'�-&�+h�����?>�+/&	C +/&&�E� +.&,&�+/)�&
(

e

−e

)
��� )(�&�-+

�,+/)���� ē =

(
¯eM

−ēm

)
3

S@$T�����7��+K����� �#$!�5�	+-tf$'����$���'������?> +.&�C�+/&M��� +/&�&,+.)�& e ��$!�(����� �,�*'�+/&	>Y$����-+9�	+9������65$!�5�1+9��� ���/&��('������5�T�

q̇ = −λ
(
H

(
J

−J

))+

H

(
e − ¯eM

ēm − e

)
P���3�dY��R

�'& H +��7'")���+$�#$3',&	���1+9����$'C����($'�-+ 2k × 2k ��� �+�1&	��>2$!�*'&�

H =

[
Hm 0

0 HM

]
P���3�d+��R

�'& Hm
+/' HM

� ����'b�(++���	+/)��]%($ &7'	�(++���	+K��$ �#$3'�&����1+ H ��� &�&,++� %*���(�($!�*' &�+���% +��6'	��>�+��5+��*' q
ēm

+/' ¯eM
35S ++�
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em

+1' q
eM
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~��5+ '�+��
%(�W�@%*� )�& '���)	' i �O���v$
Hmi

= 0 ��) HMi
= 0 3
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q̇ = −λ
((

Hm + HM

)
J
)+(

Hm(e − ēm) + HM(e − ēm)
) P���3�d�3'R
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sP − s∗P

� & sP =
(
x1, y1 . . . xn, yn

) +��7'��(+9>�+��1',+/)�&��	+K���?� &0���������/++�Q�	+9��� +��5�7+��L!��-+K�	+9%*������'0� +1' s∗P
+��7'<�1+

�
~��5+
> ++�6',+.)�&9��$����/)���� q ��$n%5��� �('������Z���+� �-&��.+�3.S +bJ $�����!��-+��Z�	+N��$ '0B��0/�+ eP
��� ���/&��(' JP = LPMJq

�.�'& Jq
+��7'��-+QJ $�����!��-+��k$:&,'����1)���$'�-&,+&�	) &	��!*�:'�� M ++�9'���$%�
$:',&	���/+&% +.&��5+1','	$���'<��+9%($��	�7+.&��	)4'���&	�,+/)�&"���,�����#$3'���A*)�+ vq ��$T%($:&0$!�
�/',&	���	$3'	�����W�	)]> +��1',+.)�&M��+-%*�����('������n�0/(����� �-+ r P v = Mṙ R#+1' LP

++�9'"��$ �#$3'�&����1+&�.� �,�*'�+/&0$��6'	�����n�	++�
%*������'0�"��$!�5�"��� ���
$�C +N� LP =

(
L1, . . . ,Ln

) �'&

Li =

[
−1/Zi 0 xi/Zi xiyi −(1 + x2

i ) yi

0 −1/Zi yi/Zi 1 + y2
i −xiyi −xi

]
P���3�d+��R
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Limite de l’image

Limite d’activation

Zone d’activation 
  de la contrainte

p
−

= (x̄
−
, ȳ

−
)

(1 − α)ȳ+

(1 − α)ȳ
−

(1 − α)x̄
−

(1 − α)x̄+ p+ = (x̄+, ȳ+)

��������&�	 /J ���-�c:�� $ �)&�!)�+������'&��(�_X 2'!)"%$#�B2'"%$ �'&J���A� 2 !.�'&
"%��2'$ &
"%�(��� ��$ ,.$ =�$ � $ "%:

S�� &���A*)�� ��� )	'��������,+���$��������	+ �!��� �#$!����+ �"��$#�$�%��A*)�+ q̇ = −λĴ+
PeP & &��-+�� ��� $#�$�,)�&,+�A*)�+ �(+'�j%(���,�*'�� &�+)�7',+/&$���*'

��$����*�+� ���#$'C +�3'4��#%($ &7'$���/),���(+.& & ��� &���A*)�+-��$9>2$.�-+/)�&/�,0)���(&$0/+��	+1��$"�#$3'�&��2�1+��3� ����'�+/&0$#�1'������ L̂ = L∗ +)�7' )	'$��������0/+ & ���
+)�7'm!,�-+��4�"����� )#A�)�+��1+1',',+��!��� �#$!���	+�$<'�+�����$����1+ q tf$#�(&�+�$Y>2$!���/+/&5��$���$!�60.&	$b> +.&$�5��$��"��!,�-+"% +�����$!�*'/�-+)�lt7��&7'��
�6� )�>�+��5+��*'��*�	+"&�� '	$3'$�����T$ )	'���)�&/�	+-�8� $:9	+-��%�'���A�)�+ & q ��$ )��,+;�	+'�j%�&$��!,��8��5+-�	+��"��)�%,��$'C�+#+���'�&,+-�-+)�l%�&$���<�('���> +'�
%=�#����'��K��pF/($:)�� +/'7'�+K���Y�X354 '>�+� +�) +/'?�	+%'�&	$Y>�+!��������Ch$Y>2$!�*'"tf$#�2'?0�>@����+��5+��*'>��� &,'��-& �-+)�<%(���,�*'$�>�	+A�+� ���#$'C�+�3 H ��)�&
% +/&&� +/'7'�&,+��+� $�%�%,������$3'$�����B�	+A�/+1',',+C�!��� �#$!���	+ q �	+9C�&	$����,�-�D0�%,��$��1+�� +��*'$� & ��� +)�7''�,0)�/+)�$��$#�(&�+?��+9%�&,+����	&�+ +��
�"���
%	',+B��$E�"���*',&0$.����'�+F�	+]>@������!,�����('�0G����&$�<�	+B�8� $#�$�,+/&	>��2�$�7+�� +��*'�3@S@$�'0B#�0/�+ e �"���*'�&	$#��C��($!�*' '$� )��<�-+)�6�	+�C�&�0'�
�	+<����! +/&,'�06�	) &$��!=�:' & ��� ��� +'�9'-%($#�-%=���$�%��!,�-+H�3� )	'$�������,+/&I�-+Kt7��&��#$.���2���5+H��+H��$ &�+)�D������$����1+�354��_%($:&,'��2�1)����-+/& & ��$
�601'	/,�D�	+1�	)
C &0$#�D�-+��*'l%�&���J9+1'$0MA*)�+ �,��)��j$Y>#����� )�'������2�%0.+1��$!���5�-+)�*�0/5$'%,�(',&�+)�O%�&$0)�!0)�	+���'�� ��� +'�9'm%5$#�l$'%�%����2��$�!,�(+�3
SI$<�"���*',&0$.����'�+?��+->@�2�%��!,�����('�0��D���2'"~/',&�+?0'�1&$�2'�+?�!��� �5+ )���+ '	B��0/�+ evis

�D���*'-�8� +/&�&,+.)�&"+)�7'��<���,���6����0/+&%($ &;��$<�����
�	+A�!��� �#$!���	+�3

S@$?�!���*',&0$.���*',+1�	+Q>@������!,�����('�0��D���2'm~/',&�+M%�&��2�7+"+��6�!���
%	'�+;��� &��	A�)�� )��N%=�#����'J�)� $'%�%�&$�D�0/�+-�	)
!(��&$�<�	+1�+� ���#$'C +�3
�@��� +�)0+1'#+'�9'M$.��� &��/�	+�%=� )��$�,+/&J�-+�%=�#���*'> +.&$�J�(+ �/+��*',&�+ �	+ �8� �,�#$�C +�%=� )�&J�8� +��
%*~)�0/�+.&K�3� +��L��� &,'��-&+3�iC� )��W$ )	',&�+
�"� '�0 & ��$��"���*',&0$.����'�+J�	+F>��2����!,�����2'$0 ��+-�D�#�('@%5$#���6�D�D��6�+/&M��$����#����+;�!��� �#$!���	+FA�)5$!���K$ )��1)��K%(���,�*' ��� $;',+�����$!�(�1+
q �%��&7'$�(&*�	)6�0/($!�
%<�	+F> )�+�3'S/� $#�$�7+.&�>@�2���,+��5+���'lA*)($.���2'0$3'$�Gt(% +/&&�5+1'/�D�-&,+'�6'�+��5+��*'/�3� 0)�1&$�-&,+#)���+ '	B��0/�+#&�+)��% +)�6'0$!�*'
�1+'�1� %=0)�!�G6=��$3'$��������3�rN���7)�} ' ��� $�%�%,����A*)�+.&;)���+ '0B#�0/�+��	+A�/+��*',&0$'C�+?�	+ '$� )��-�-+)��%(���,�*'$�1��+���$4�!��!,�-+��	+$�#$!�,��8/&�+
A*)($.���('	$3'$��>�+�3

�#�-���:',+ (x̄−, ȳ−
) +1' (x̄+, ȳ+

) �(+'�-�"�@� &��D�����,0/+'�*�,��t70/&$�(+.)�&,+'� +/';�,)�%=0/&$�(+.)�&,+'�J�	+?�+� ���#$'C +TPO�,t;3�6(C�)�&�+-��343�R�3
�@���2' α )��n%($:&0$!�
81'�&,+b% +.&��5+/'7'	$��*'1��+?�D0�6��,�-&1��$ '	$#�����-+?�	+I��$ $ ����+?�'&F��$<�"���*',&0$.����'�+=+'�9'�$#�1'���> +N�@��$T>@������!������2'$0
+)�7'
%�&��2�,+ +��P�"���N%�',+G��8)�NA*)�� $ ) �6�#�����>)��`%(���,�*' (xi, yi

) ��� &,'<�	+B��$ $ ����+B�,0�6��,�-+]%($:& [(1 − α)x̄−, (1 −
α)x̄+]× [(1−α)ȳ−, (1−α)ȳ+] 3 � �?%,��A*)�+��5+��*' & α +)�7'6,9D0 q d+��QW3��#� �,�:'�+ p̄m =

(
(1−α)x̄−, (1−α)ȳ−

)
+1' p̄M =

(
(1 − α)x̄+, (1 − α)ȳ+

) �-+)�"!=� &&��+'�-�,��t70.&��-+/)�&,+ +1'��,)�%=0/&$�(+.)�&,+��	+���$ $ ����+��3� $��6'$��>2$3'$�����73
S@$ '0B#�0/�+��	+9>@�2�%��!,�����('�0 evis

�!� 0)�/&��('��"��� �5+ )���+ '0B#�0/�+9A*)($.���('	$3'$��>�+
�

evis = H

[
sP − ¯eM

ēm − sP

]
P���3�d+��R

�'& e = sP
+'�9'A��$ '	B��0/�+ �,���UA*)($.���('	$3'$��>�+4�"� &�&�+)��%(������$!�*' q

evis & +/' &�0+$.�����	$!�*'I�(+��/+��*',&0$'C�+<��+)�&%=�#����'��A�,)�&
�-+G�/+��*',&�+G��%	'$��A*)�+�3mS +'�4�7+.),���2�4�3� $#�1'���>Y$:'������R�%���*' ēm =

(
p̄m, . . . , p̄m

) +1' ¯eM =
(
p̄M, . . . , p̄M

) 3Fp#+1'7'�+
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~1'�&,+6���*'�0�C�&�0.+<���!���?�-+)�I���#�2�?��+6�!��� ���!����+<�!� ��������A*)�+'�"!�# '��!�*'A�D�����,0#A�)�+<�$� '	B#��%�+ ep
+)�7'<��+ &��!��C&���(+)�,� +1'(��+'� +/&&� +/'��(�#�A�+� �2J � )�'<�3� )���+ '	B���%�+L�,+)�"�����)�#�(&�+ +�� )	'������2�*�!�*'H�$��&�+)�D�����)�����1+ & �,��)��
�Y>#�����-��%,�#�2��� ��� ���*'�0�C�&,+.&1�8� +/&�&�+/)�& evis

�D�-&�+)�6'�+��5+��*'��)�����-� � '0B#��%�++��&$�����"� ���.�-+,!�S-�>'	B#��%�+ q ���!�"���.�,���-&1�!� 0)�/&��('
�D����� e =

(
ep, evis

) !*S-�4���#�5�	+H�!��� ���!���	+>&�0��.�����,+/&��.�.��� &��;)�� �"���.��&$���6�2�;+���'�&,+H�(+/�(���%�('���������+��5+��*' +1'>�$�
�"���*',&��.����'�+1�	+�>@����� 0,�����('�0,!�pK��� �5+1� ���!���*',&��.���*',+1�	+�>@�2�%� 0,�����('�0 ��� +'�9'1�(�#�2��&$�2�7+ +����"���.�	'�+1����&$�	A*)�� �:)��/)��/�=�#���*'
��� +)�7'>�)�����1�$� $ ����+C�3� �#�6'$��>3�:'������ & ���kC��:&��!�*'$�2'<A*)�+��-+C�"���.��&����6��� ��+4� +.&7'�)�&50 +/&��.�����1�(+4�(���%�('���������+��5+��*'>���
�:)(�1)��6�=�#���*'#��� +)�7'='�&����6��&��D��%�+H�	)&0=� &�� �	+C�+� �����'C�+,!�# �&���:&,'��2�1)����-+/& &

q ��&�� 9D���<�('�0H�	+C�$���=�����2'$����� �D0)���(&$0/+ &
���6� +/)�'?�,))�)�=���,+/&<A*)�� �:)��/)��6�=�#����'#��� +'�9'7��&��D��%�+H�	)60(��&$� & +1'-A�)�+A� �L�"���*'�&*�#�,�*',+A��+K>@�����80������2'$0���+9� +/&,',)�&50 +
�����-� ����&$0)�!���������B��):�=�����('���������+��5+��*'�;����.�<!

� ��+=��&�+��6� >/&�+K��0/&$�(+K�3� +!9?�(0.&��-+����/+)�-�@� +/&&�<�2����+=A3�.������+/&M�8� )	'��������*�3'$�����C�	+J�+� �#�$�7+.&5A@�2���,+��5+��*'IA*)��#���('*�:'���t)�(��)�&
�#�$�,)�&,+.&J�$�9A@�2�%� 0,�����('�0I�	+)�B��&$�,�6�('�� A +'�J��� &��K��)'�=�����2'$��������+��5+���'-�	+?� �H�"�!�60.&*��!�SC�H�"� 0,�-+<+'�9'1�"�����=����0/+>�	+#��+/)�t
�=�#����'����"� &*���6'�0.&��2�7'���A�)�+)��! H � )�&A�%���.�,���8;�+.&��(+���&$�D�1+'���,)��I�	+.A@��������� & �	+ ���!���8>.&,+ q �"���(�1+��*'�&,+.&?�$�:A3�.�����)�:'������
�,)�&/�$�D���:&,'��-+��"���*',& �#�-+ & �-+)�1�=�#���*'$�K�"�:&��#�1'�0.&��2�9'$��A*)�+'�5�%����';�	+)�2�=�#���*'$�=0,� �����!�J�7)�&t7����� ���#�-& & tE���"���(+'� q �D0/',+'�6',+.&
+1' q �,),� A*&�++���:& )��:�#��C�� &$�2'*%��5+I��+I�,+�C��5+��*'*�:'������F!�S-�<�!�80��(+%)	'$�����2�%0.+ +'�9'@��&�0'�7+���'$0/+��,)�&1� �/;(C�)�&�+9�)! c�!

S�� &����	+H�/+1',',+ +!9G�=0/&$�-+����/+ & ��� )��HAI�#���2�D�����;+��6��&,+��6�(+.& ���(+.) �8� )	'��������*�3'$����� �	+A�+� �����,+/&*A@���$�,+��5+��*'�A*)��.���2'��3'$�Gt
�=� )�& +"9?��&$�,�5+.&C�$� �"����'�&*�#�,�*'�+L�	+'A@�2�%� 0,�����('�0�! o � )��/A3�.�����,�����/�:)��$�%�K� �=t7� &&�5+hC#0��,0/&��.�-+L�	+F�8� �#�$�7+.&5A@�2���,+��5+���'
A*)��.���('*�3'$�Gt & +1' +��J��� &7'$���/),���(+.&��8� )	'��������*�3'$����� ��+4� �nt7���(�6'������ �3� �#�1'�� A3�3'������[P��)! �?RK�(��)�&9�#�$�,)�&,+.& )���+5',&��!�(�%�('������
�"���*'����*)�+1����&$�/��+��8� �#�1'�� A3�3'���������+�� ���!���*',&��.���*',+�! H � )�& )���+'�
~��5+@�=�����2'$�������	+ �D0����:&,' +1' )���+'�
~�� +H�(���%�('������
�D0'�%�-&�0.+ & �8� �#�$�,+/&*A��2�$�7+�� +��*'>+)�7'5+"9D0)�/)	'�0:�,�-)��%�-+/)�&$�Tt7�#�2� & )���+L��&,+��<� >/&�+nt7�#�2� '$� )	'��3� �M0=� &�� �*�!���/��&�+�����&,+ +��
�"���.�	',+H� �F�"���*'�&*�#�,�*',+<�	+4A@�2�%� 0,�����('�0 & ��),�2�=+��N��&�+������*'<+�� �"���.�	'�+H�$�L�!���*',&��.���*',+C��+4A@����� 0,�����('�0 +1' +��:tE�#���*�!�*'
A3�:&$�(+.&>�-+)�+�(�:&��!�.>1'�&,+'� α P8�"���);(C )�&��!�*'?� � '*�#�����(+4�	+6�$� $ ����+6�3� �#�1'�� AI�:'������5R<+/' β PO�!���?;5C )�&��!�*'>�$�LA��(',+'���,+6�	+
',&��!�(�%�('������ +1'H�,�����<�$� �"���*'$�,� ),�('�0���&��3'$��A*)�+4�	+4�$�]t7���(�6'������ �3� �#�1'�� A3�3'������*RO!IS�� &���A*)�+6�	+)�9�(���,�*'$�C�%��&7'�+��*'A�	+
�+� �����'C + & �-+/)�&7�(���%�('�������+'�9'>���.�2�1),��0/+ q ���:&,'��-& �	+A�$���=�����2'$����� �	+)�7�:)	'�&,+'�P�=�#����'�� �	+C� ���!�80��(+ +/'>�3� )�� �6�D�?>!�-+
�	+��+� �,0�J9+/'�! � � )�',+�t7�����C� �Q�=�����('������ �	+'�9�=�#����'��9%,��&$�C�	+��+� �����'C + ��� +'�9'4�(�#�%)	'$�����2�%0.+'�=� )�&C���.�2�1),�-+/&C� � ���#�K�	+
�"��� �.�����	+�!�p#+-�,),� A@���,� )(�*�7+.&7' )��,��A*)�+��5+���' q &�+1',&$� )�A +/&5�-+��(���,�*'/��� &���A*)�� ��� +���'�&,+ q �,��))A +��:)H���!���5�-+���%��!�.�
�	+DA )�+ & �.�#���P� )��$�%� q A@���,)��#���2�7+.&-� �.�=�����2'$�����B��+)���=�#����'��1��� &��;��+��8� �!���#�,�D�,+?��+��8� +"9?�=0/&$�(+����1+�!

SJ� +!9G�=0/&$�-+����/+<A*)�+ �,��)��1��&�0'�7+���'$�����J�"� &�&�+)�5�(��������&������!�8���#�(+��5+��*' q )���+;&$�:'*�:'��������,+!�����4�+� �.9	+��,�	'$��A*)�+>�	+
�$�1�"�!�60.&*��!O#/���-+ +'�9' &$0)�,)��60/+/�,)�&��-+)��;5C )�&�+)�I�)! � q �)! 3?! o ��)��R��&$0)�,+��*'������ ',&$�#�2�0+"9D0'�1)	'$���������"� &*���6'$0/&$���7'���A*)�+)�O�!�$�
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q̇ = −λ (J+WJ)−1J+We
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��%��,�,�2'�&,+ �+��J��� &7'$���/),���-+/& � �+� &$�!� ���;&��#�"���5-
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�J� 0/',)��	+H�	+A�1+/'7',+C�������	+A�"��� �.�����	+%+'�9' �D� A@����0/+%+��4',&$�#�2�1�"�#� & �,+!����� �*)�+��$� '��#��%�+ +'�9'#�,��� &�+)�D�����)�!�*'�+ &
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 �0� ��� �#�%�6����'�&,+"'$� )	';�3� �,0(��&$����� &/�-+ '5%,0)� &*>��5+��,),�8A3����' �*)�+ � �I���#����+ �"���%�������	+
��� +)�7'@���#�1�!���*'���� )�+��)�!�(�-�(+A���#�;�#"G�$� '��#��%�+ +'�9'��,���4&�+)�,�����)���*',+,!

���	� � �"!� �  ��������'& ����� eq ( 	,�=� *���+F� 	2���:7���	 .�����	 9���������� � �#��	��0�() �
	����,���J��
�.�:9��[	 ) ��.��	1F".=�7�7�#��	6���	��K� 3
50� ����.V�>�;.�� ���%.B���=�7� 7 7��	6���[L ` 3��#b�N3�
�HL ` 3���a�N .
��	��"��/c�� ��. 3

���
	����	�� 	N��+'�9' '���)	'*�3� �,0(��&$���,0)�/+)�$�5�#�(&�+J�3� �,�*'�&��D�	),�-&�+J�+� ���GA +/&��,+J�	+)� �6�#�����	&�+)� �"� &,&$0)�C�(�����D0/&$0)� ���U�
� / + �
���7�8/c��	6���1��4��� ���3��	 9�����.
� � � +�� 	 �7&��:+)� �(-�� �O!1/#+1',',+A���GA +.&$�,+9�401'$0C���*',&$�@��),�2'�+ +�� &���0(� '��	��)�+D���:&�� � %,�('���+�� ��Y�� &
+1'/�)� +'�9'*�$�:&�� +�� +��*' &$0"�������	)�+-�	+"��),��� � ���:+.&����D��%�+/&�- + & /B%��!� � .)��<! � ��+ ',&*>)� 0=������+P�����.���D�7+-�	+1�1+/'7',+-���GA +/&��,+ &
�*),���,+/&,'��3� �#�����-+/)�&��-�	+D0��#�,+0�6�1+1',',+D��&�+/)�A + & � +/)�' $1',&�+ ',&$� ))A�0/+��)����� � � �:' �  ��� !

Q ���2' W )���+#�.�:',&$���/+�����A�+/&��%� 0,�-+,!.�C�D���,+/)(�D��2 �,�GA�+/&��7+��	+ A �=�����,0/&$0/+:� ���:)(��%�+P���:&K�(+#���3',&$�2�1+>��+H�=�#�2�,�
W +)�7'1�,0 ;��,�-+A�)����� � � �:' �  ���F�(�:& �

AW# = (WA)+W � ��! � � �

�#��&�+)�"���������-'A�2�"�#)���+%�7� &&�5+��%���6���$�.�-&�+ � (HJ
)+

H !F#��8+ � +1' & ��� � +.)	'C0)�/&��-&�+ (HJ
)+

H �"��� � + )���+
���,+/)��,��2 �,�GA +.&$�,+H�=���(�D0/&$0/+0� ��� )���%�+,!��#�G�D0";��,�('@�(��)�& �1+)� �<�$�%�.�:',&$���/+ Hf

�

Hf = Diag
({ hi

��� hi 6= 0
1 ���,�����

)
� ��! �  �

/#+1',',+#�.�:',&$���/+;+)�7'K���GA +.&$���80��(+ & +1'�� +.)	';�,�����>�7+.&5A@�-&J�	+ ���:',&$���/+ �	+H�=�#�2�,�B�(��)�&J�$�D�=�����,0/&��3'���������+ �+� ���GA +/&��,+ �

(HJ)+H = (HfĤJ)+HfĤ

= (ĤJ)Hf#Ĥ
� ��! �.- �

�"� & H = HfĤQ )��)�(���%���������.����'�+������*'��=� )�&1���,�.�,���8;�+/&-�+� 0'�1&$�2'�)�&,+ �*)�+I�(+'� i ��&,+��6�8>.&,+'�=��&$���<�('�� A +'�-�	+I� � '�����%�+ eq
�����*'

�#�1'�� A +'�4�.��� &�� �*)�+F�(+'� k − i �	+.&��,� >/&�+)�4��&$�,�6�('�� A +)�H�%���*'H�D0)�*�#�1'�� A#0.+)��!�/#+1',',+L% �G�=�:'*%)>)�,+-��� +��,� >"A�+ &$�(+�� � �$�
�#0��,0/&��.���('�0 �	+?�$�9��&�+/))A�+ �"� &K������+?�)� ���#�(' �*)�+?�	+ �+� � &��	&,+?�	+)�B��&$�,�6�('�� A +'�"! �C� �.�:',&$���/+'� ���"�,0��(+�����+ �	+?�$�%'�����%�+
eq
�)� 0'�1&$�2'@�.��� &�� �

HJ =

[
H1J1

0

]
� ��! ��+��

�#" J1
+)�7' �	+ &*��� �.�,�-+!��� +��B���,����+ �O���:& eq

+'�9'��,))�)�=����0"�,��� &�+)�D�����)�!�*'�+��O!
� �<�	+'��&�0'�7)��2'��3'$�-��&$�,�(�"� ���:)D9C��+ � � �:' �  ����+)�7'/�	+B��&���))A +.&��*)�+;�8� ����A�+/&��7+��=�����D0.&�0.+ � �)! � � ��+)�7'*�,�GA3�:&$�$�!�*',+

�:) ��%,��� 9R�	+ �$� ���3'�&��2�1+ �	+N�(�����,� W ��� �$� ���3'�&��2�1+ A +'�9'B�	+�&��!� �J�,�-+!��� +�� ��������+,!�� '*���*'F�D�����,0 �*)�+
[

A

0

]+
= [A+0] & �/+ &$0)�,),�2'��3'9� +/)	' ',&*>)� �E���"���(+�� +��*' $1'�&,+40/',+��(�	) �:) ���#� � �)! ��+�� ! �<& H1J1

+'�9'<�	+ &��!� �
�,�-+!��� +��G���,����+ �8�"� & J1

+'�9' �	+%&��!���/�,�-+!��� +��G��������+ +1' H1
+)�7'��,�GA�+/&��%� 0,�-+��O!��#�:� +/)	' �D����� &�0)0)�/&��-&,+ � ��! �  � �

(HJ)+H = (ĤJ)Hf#Ĥ = (ĤJ)+Ĥ � ��! � Y �
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/#+'�"�S��&$� ))A�+ �*)�+6�(+'�?�������?�	+4�"���%�������	+ � �)! � + � +/' � �)! �#Y �������*'?0 �*),�8A3�#�(+���'�+)�?��� &����*)�+H�8� +��*',&$0/+>+)�7'$�,���
&�+)�D�����)�!�*'�+,!

��� &����*)�+ � � '�����%�+ �P�D��� +���������� A3�:&$� �,0,�-+ +)�7' �,��� &,+'�D���(�)�!�*',+ & �-+E���2���*����+ �,�)�(��&7'$0N��� &G� � �7�����1'������
�3� �#�1'�� AI�:'������ H ��� +)�7'��D�����9�,�()(�H��&$�2�=+�� �"������',+,!5� +'�>�,���$�"����'$�,� ),�('�0'� �����*'7�#����&$� �(+'� �%$��5+'� & �*)�� ����)	'��������,+
�$�(���:',&$���/+ H � )4)���+��$�%���3',&$�2�1+ Ĥ !
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 �0� ��� � + &$0)�,),�('*�:'S��&�0'�"0)��+��*'1� +.)	'8$/',&�+101',+����	)��:)4���#�*� "H�$� '�����%�+���� +)�7'1���#��'$�:'��.�-+��5+��*'
&�+)�D�����)�!�*'�+,!

���	� � �"!� �  �������� ���1�0� 
 �3
 
 � � ����� %  � 
�� � � � %>� 
 � � � %�( � � �	� � � %3�
& ����� J ( 	,�87����������� @ ( ��� ����	 @ ( �6�\��� W ( 	,�87��������������� 1������".����� /c��	,�� �3���I��	=9��
��.����� � 3 & ����� ( 	,� )���
������� �
.
�������	?��� J . ) ���
���:9��	��<.�� ( .�� 2)����;7-� B

J = P




J0

J1

χ1J1


 � ��! � � �

"9���� (J0,J1) �#�B�1�	 / 16� �
��	?�
	C�O� /�	6� 3 $E 7 � 7-� )�#���������%.
�������	 ��.����1 1,�O�A@ ( ��� 	[�  7�����������-���21F����� . W =
Pdiag

(
W0,W1,W2

) 3
50� ����.��H�  1F����.���5	,��	 �1���#��	,�#�	��K� J0

�#� J ��.�� ��	 9�������	����  ( W 1F����� . W �>����.5� ( ���� � ( �<���5�() ��	 9��
��.��
1���	,�������7� JW# B

JW# = J
fW# � ��! � � �

"9���� W̃ = P diag(I,W1,W2) 3
���
	����	�� �#� � +/)	'L�,))�)�=���,+/& �*)�+G� � ���3'�&��2�1+G�	+Q� +/&&� )	'��3'������ P +)�7'60���#�(+ � �+� �2�	+���'$�2'$0 ��)���+ �7�#�2�

+��(�"� &�+ & ��� ��+A�)� �(�#�('��)�+I��+��8� � &��	&�+?�	+'�P��&$�,�6�('�� A +'� � !

&2�:&D%��G�=�:'5%�>)�,+ & ���J�G�7))���(���%0 �*)�+6� � ���3'�&��2�1+
[

J0

J1

]
01'��.�('���+ &*��� �'�,�-+!����+��E���,����+,!1�C� ���3'�&��2�1+ J0

� +/)	' �D����� $1'�&,+��D0'�"�����=����0/+��,+!�����B�8� � &,'5%��(�#�����.�-+=+/'��8� ���.�(� +I�	+ J1
�

J0 = J1
⊥ + ζJ1

� ��! � ) �

�#" J1
⊥ �,�)���:&,'��-+��*':�<�+� ��&7'*%,�(�������#� ��+ J1

!��#�Q� +/)	'7�#����&$����&$�,�=���,+/&1�$�4�D0'�"���.�=�����2'$�����B��+%&*��� �.�,�(+)�,� ��+ J
�,),�8A3����'�+ �

J = F G =




I ζ
0 I

0 χ



[

J1
⊥

J1

]
� ��! � � �

�#" F +)�7'?�	+>&*��� ���,�-+!��� +�� �"�#��������+ & +1' G +'�9'I�	+ &��!� �'�,�(+)�,� +�� ��������+,! � �(�:&,'��-&>�	+<�1+1',',+<�D0)�!���.�(���%�('������ &
���:� +/)	'7�#����&$� &$0!0'�1&$�(&�+ �+� ���GA +.&$�,+��	+ J �(�����D0.&�0.+K�(�:& W �

(WJ)+W = (WFG)+W = G+(WF)+W � ��! � � �
	N����+ &�+)�7',+D�.��� &����,�-)��@�.��� &�� �*)�� �%�6���*'�&,+.& �*)�+ (WF)+W +)�7'��,�GA3�:&$� ���*'�� )B��%,��� 9B�	+ W0

!
�#�G�D0"A�+!���,�)� +��-+I���.�2�1),����+�� �%���3'�&��2�1+ (WF) �

(WF) =




W0 W0ζ
0 W1

0 W2χ


 � ��! � � �

/#+1',',+$���3'�&��2�1+ +'�9'"',&$�$�!� ��),� �#�(&�+,!��#�Q� +/)	' �D�����I�"�#���/),�(+.&@�!���#�,�*'$���*)�+�� +��*'1�*�����,+/)��D�6���GA +/&��,+ �

(WF)+ =

[
W0

+ A

0 B

]
� ��! �  �



����� � ��� � ��� � � ��� � � � ����� ������������� �

�IA +'� B =

[
W1

W2χ

]
+/' A = −W0

+W0ζB = −ζB !

�#�:� +.)	'@;��(�.�-+��5+��*'10)�/&��-&,+ �

(WF)+W =

[
I BW12

0 X2W12

]
� ��! )(- �

�IA +'� W12 =

[
W1 0

0 W2

]
!��/� 0 �*)��3'$����� � �)! )�- �2;����#�(+�� +��*';��0	',+��*)�+<+'�9'-�,�(�D0"� +������!�*',+��	)B��%,�#��9L�	+ W0

!

/#+%&$0)�,),�2'��3'P��&$� ))A�+H; ���.�-+��5+��*'1�-+%&�0'�7),�('*�:'10��,�����"0�!

� � � � � � 
 
 � �  ����� $ & ����� eq ( 	6�J� *���+F� 	M���:7-�
	 .�����	 9����������>�6�A�
� H .
 7�����������@�*) ��
���:9���.����	 3 50� ����.5� �;.
��� �.�������
	���.8	,��	9	 ( � .8�#� H �7�����1��.�1���	6���	��H ( W�16���:7B�����:9���.A	6��	9�7�7�#��	6���	��K��.8	,��.
��	���1� . 16���%.=��	?���"7?1,���
� ����.8� ( ���� � ( �E���A� [� ���<���=�7� 7 7��	6��� 3

���
	����	�� #��5)	'��������*�!�*'/�-+)� �%$��5+'� �,�:'��3'$������� �*)�+��)�����5� �+��&,+.))A +1�	)5'*%,0!��&5>�� + ��! Y)!�+ & � �"���3'�&��2�1+1�3� �#� 2
'�� A3�3'$�����B�)� 0'�1&$�2' H = HfĤ

! �C�%���3'�&��2�1+ (HJ
)+

H � +/)	' �)� 0)�1&$�-&,+ (ĤJ
)Hf #

Ĥ ! � � �M��&*>)�-�-+ '5%,0)� &*>��5+ �)! Y?! Y &
�1+/'7'�+��,�GA�+/&��7+5+)�7'A�����D0"� +��(�)�!�*',+'���:&%&��M�)�=� &,'4�:),9E�"� + �4�!�(+��*'$�A�	+ H �*),�J�!� &�&,+'� �=���(�	+��*'��G� �Q�(�:&,'��-+ �,���
&�+)�D�����)�!�*'�+?�	+ J !

�#����0��,+/&*A +��D�������$���%$��5+?�D���$�"���*'����*)��2'$0 �6���,+=+���0"A@�2�	+��(�1+@��� &K�-+)�J0 �*)��:'�������� � ��! � � ��+/' � ��! ��� � ! /K���(�%��2
�D0.&������?�8� �#�1'�� AI�:'������ �3� )���+���&$�,�6�('�� A +4�	+ eq

�,��� &�+)�,�����)���*',+ �O�.� +)�7'72 � 2N�D�-&,+6�"��&,&�+)�5�=�����)���*'9�4)���+6��������+4�	+
J0
� ! �#�F�7))���(���7+ �*)�+I�1+/'7'�+H��&$�,�6�('�� A +<+)�7'K�$�9��&�+��6� >/&�+ �"�����=���*�!�*'�+ �	)'A�+)�1',+/)�&K�3� +/&�&,+.)�&�!
�C� ���3',&$�2�1+ �3� �#� 2

'�� A3�3'$����� �)� 0'�1&$�2' H =

[
h 0

0 H1

]
!#�#� 01'�)��D�-+H�$�B�"���*'$�,� ),�('�06�	+<� �F�����M��+<�!��� ���!���	+<��� &����*)�+ h A3�:&$�-+,!�#��

)	'$�������*�!�*'��-+��"� &$�#���$�.�-&,+ �)! Y?! � & ���:� +/)	'�0'�1&$�(&�+��%� h ��� +'�9'P����� �*)�� �

(HJ)+H = (

[
1 0

0 H1

]
J)+

[
1 0

0 H1

]
−→
h→0

(

[
1 0

0 H1

]
J)+

[
1 0

0 H1

]
� ��! ) +��
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ė∗ � ��! �() �
�IA��'� P =

√
W �ig��Oh�����	��2���A�D�$������g��#���I�D�3g������)� �"�$� ���"����g������%�3g��(g������ ����	$� 9D�0h6����0A���'�P0����$0��'� & ���HA3�.����g��

+0�<�8� �0g��$0�	$������	���� �D��h��#�0g��D��	��$�����,� �#��	��,!
��g6�"�3g��%�2�?>�	
�Uh.�#�0g�����g���g�� ejl = Hq �$�?���#��%�� �����.���������$�8A��;�3� 0"A@���
��h!��g��*����0�����0����D0 ;Zg����P���/����	�����	*�,�)%��

)?!,+,! � & �#" q �)�������1A��'���
����	����=�(���%��������g��C��	
���2���,�$�.��	
�'�F��� H �'�,���$�@h�����	��2���/��� ������� A3���$���3gF!� �)���
���,���2���3� �#����� AI��������g
q̄min, q̄max ����g��=;,9D0'�J0�����,9����D9�A3�.������	��;���)��0����$0��'�B%(�������)�#���P0��#�$�
�)��! ��gF�!��g����2�?>�	�� �$�A���#�3���I�"�3hGh���g����
	$0��.���2�5��g�����	$����	����*�#��	���h���g��-�$�����#��%�� ejl & �.��g���� �����?�$��������%�� e ��g �����������*�"g��1� �!	��)�D�3g��)��g����I���)�H��	
���2���,�$���$���3g��
���,�[g�������g��P���#�+��gQ0�����0��)��!��C�<���#�����A�!��hch��"g����I�)� 0)��	$���1�,��g�� �

q̇ = −λJjl
⊕Hejl + P⊕H

(
JP⊕H

)+(
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Loi de commande (6.31)
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Loi de commande (6.32)
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Loi de commande (6.35), η =1e−9
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Loi de commande(6.35), η=1e−4
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Loi de commande (6.35), η=1
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Loi de commande (6.69)
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0 1


 5 ,BV � ��;

�E0 oqr �17��?0�� r �4nNu-3;0FE.140FG�k�143 o 0 �?kPCPu o 0oC�p 1��4n\A ' o 0ZQ o 0FG,m>0=1BC�kK/ � r A
k [ n90��+k [ 8;0���1%0=m>8 9dA
k��iG r 3;0-3 r M�0WA
o 0 � r A-k [ n60��]A oqr m;m2nNE.140ZQ$C�k���BKIG r 3 5 ,�V ��;�VH.Mk���70�C r �,m o 0IA r mtC�0 o p 1
�4nNA 'PA o 0HQ�,kA1,m r M�k�,m�k [ 820���1?1
�@A
k�.8;3�% o 0C�0 oqr 32kA8 r 8;n9k��jC�1 MHKWR4n\A
1 o 0JG r 3N3 r G�GfkA328 r 1POjC40-1PO M r 32n r$[,o 0smoC40JA-k��� r �BC40HV�r � G r 3>8;nNA-1 o n60-3	Q�m2n o 073;k [ k�8
r M r �BA-0HQ o 0 [ 3 r E.1 r 2A0 φ G�0=3��70
8iC�0SA
k��.823&% o 0-3 oqr 32kA8 r 82n6k�hV � r 3:A
k���8;320ZQ oqr � r 823;nNA-0 G �40@Gf0-3	�?0-8:G r mN1��
A
k��.823&% o 0oC�0 oqr 823 r �,m oqr 82n6k�!m>0 o k�� o p r O�0 o6r 8"K-3 r�o Vnr �^G r 3>8;nNA-1 o n60-3	Q o 0 [ 3 r E�1 r 2A0���p 0=m>8IG r mQ1�8;n o nqm`KLGfkA143�3XK�2�1 o 0-3
o p 0=323;0-143 oqr 8XK-3 r�o 0HV - kA1,m=M�0-3;32k��,mmC r ��m o 0sm�0�OPG�K-3;n90��BA
0smIE.140 o6r7o kAn9C�01A
k���� r �BC�0LA rAo A-1 o K=0 9JG r 3282n63IC�01A-0
8>8;0� r 8;32n\A
0 r �JK o n9k�320 o 0mA
k��iGfkA32820��70��.8 � r nqm �40pGf0-3	�70
85G r m<C�p k [ 8;0��4n63�1��J3XK=m21 o 8 r 8<A
k��JG o u-820��?0��.8�m r 8;n6m [ r nqm r �.8WV
% 
���
��  ,�,H�C� � )+,H,H��� ����� � )+,H� ���Z��� ���()��+)�,H'*���N��' � ,H��� ! �����H' #%� � )�� � � �

.Mk����70 �4kA1,m o p r M�k�,mLM�1 C r �,m o6r m>0	A#8;n9k��gG43"K	A�K	C�0��.820ZQ o 0 � r A
k [ n90�� C�p 1��4058XaHA+R,053;k [ k�82n\E.140 e m-p KWA-32n98
LMJ = LM

[
Ju Jq

] Q4k S
Ju
Q�� r n6m r 1,m;m>n L Q M 0
8 Jq

CPKbGf0��UC�0��.8FC�0�820-3	�70=mIC41Vm20WA-k�BC!k�3XC�3;0HV���k�143>8 r �.8
o p r G�G43;k�O�n�� r 8;n9k�� r 1iG43;0��7n60-3�kA3+C�3;0mC40mA-0=mR8;32k�n6m�C�0=3��,n&u=320sm � r 823;nNA-0=m��40�m20�� [,o 0mG r m 7
823;0Q1�� [ r A
820-1,3 o n��7n@8 r �.8
C�0 o p r m;m20-3XM.nqm;m>0��?0��.8WQ�G414nqm"E.140JA
0-8>820iR 'nG�kA8"R�usm>0iG�0=3��70-8LC40�3XK rAo nqm>0=3W1�� A
k��.823&% o 0J0 �@A r A
0iC�0=mP3;k [ k�8emFR,k o kP/�4k��?0sm5R4kA3em5C�0=mBm2n��(2A1 oqr 3;n98"K=mWV - k�1,m r MAk��,m5C�k�BAmA+R4k�n6m2nPC�0 �40:820��4n63tA
k�JG�8;0IC�0=mR8;0-3	�70=m�C�0�m20WA
k��BC�kA3+C�320mE.140
C r �,m o 01A r�o A
1 o C41 � r A
k [ n90��3C40 o6ri[,r m>0 �7k [ n o 0HV(3�0LG�m>0=1BC�k � r A-k [ n60��fC�0 oqr 8+aHA+R40I3;k [ k�8;nNE.140Nm=p K	A
3;n@8IC�k��BA W

Ge = LM
[
Gu Jq

] 5 ,BV �(X<;
k S

Gu
0=m>8ICPK Y �,nhG r 3 5 ,�VYX,H;pGfkA1,3 o 0 �7kPCPu o 0LC�0 o p 1��,nNA 'nA o 0ZQ40
8IG r 3 5 ,BV � ��;�G�k�143 o 0 �?kPCPu o 01C40 oqr MAk�n@8;14320ZV

3Tp KWMAk o 1�8;n9k�� C�0 oqr 8+aHA+R40 e G r 3�3 r GBG�k�3>8 r 1 �7kA1BMA0��70���8iC�1 3;k [ k�87m-p KWA-32n98 rAo k�3;m ė = Ge
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xgvz = xg/Zg + 4(An20 + Bn11)
ygvz = yg/Zg + 4(An11 + Bn02)
xgwx = −ygwy = xgyg + 4n11

xgwy = −(1 + x2
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ygwx = 1 + y2
g + 4n02

n20, n02 n11
 
�����
 �*� s?k� � ��
 E	 � ��
 ����  � k �  � � �    � � k � � ��� > �  %��	�  �.� � nij = µij/a ��� � 	 )





µ20 = m20 − ax2
g

µ02 = m02 − ay2
g

µ11 = m11 − axgyg

� + � � �



��� � � ��� �	��� ���� � � �	� � � ���
��	� �E����
 ��
 �������)� � � �	� ��� � � �����

� �-� �� �&% � � � � � � � � � ���  � � �!� � ��� � � k � � �/� �  ��
 � � 	 � � � � ��
 ��� � 	 
�� k � Lg ��� �/�*� (	�� ���0Z �  � ��
  � �/� � 
�� 	�� �
eg
>k �#
$� � � � 	 �#�.� �*�  � �#
 	
k ��
 � .��#  �.� � �*� =7k �0� �  � ��
  � � 
 � ���  � �&
�� k � �*�)� k �0Z � �4� � � ��� x

� �,� � 	 �  $� �� 
 � � � k 
?��
�� k � �&��
 k � � � � � � � �C� y � k � ��� �X� � �  ��
���� � xg
� � 
E�.� � �*� T7k �3� �  � �#
  � � 
 � ���  � �&
�� k � ���!� k �0Z � �� � � �C� y

� 
 � �(� k 
��&
�� k � �&��
 k � � � �(� � � ��� x � k � � yg
�

�������� �������! #"%$�� �! #"�*%/!$

`�k � � � � � ����� �*� �  	
k �0� � � Z � �.� ��� ���0� k � 
E] � �,
�� 	�� � eg
� �*�  � � � � � �$� �	� �����  
�� 	�� �  2k ��
 	
k �  
 � �	��
 �  ]

�.� � 
�� � � � u7k� � ��
 E	 � ��
 �� �� �  %��	�  �.� �')
µij =

∫∫

R

(x − xg)i(y − yg)
jdxdy �,+ � � �

� � ?AB ?	� � = B�
#? � 
�@� <����B��+< ��� ?	����
�< 9 \ � k � � � ��
��&
�� k � � � � � 	 �#�.� ��� � �)� � k�� � � 
$� � ��
 _ 
 ��� �  %��	� � � �
 ���	� ����� 	 � � � ����� � �.� ��)

α =
1

2
arctan (

2µ11

µ20 − µ02
) � + ��� �

� � �  %��	��
 � k � 	 � �@
�� 	�� � eα �.� � eα = α− α∗ ��k�+ α∗ �  
 � � k � � � ��
?��
�� k � �   � ���� � \ �  �&
 � � 	 � � � � ��
 ��� � 	 
�� k �� �2k�	 � $� �� k�� 
�� � ��
C]X�%� � 
�� � � �(� ��V k �  � Z  � $� � ��� � � � ��
 � � 	 �  � � � ��
 ��� � 	 
�� k � � � s?k� � ��
  	 � ��
 ���� ��". ���*�$�  	 � ��
 )
Lα =

[
αvx αvy αvz αwx αwy −1

] � + � � �� �'� k# ����
 ) 



αvx = kaA + kbB
αvy = −kcA − kaB
αvz = −Aαwy + Bαwx

αwx = −kbxg + kayg + kd
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ka = µ11(µ20 + µ02)/∆
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sx = (c2c3 + s2s3)/K
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{
c1 = µ20 − µ02, s1 = 2µ11

c2 = µ03 − 3µ21, s2 = µ30 − 3µ12
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Ẋo

Ẏo
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