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Résumé: SIGNAL est un langage synchrone flot de données, &endu par des taches préemptives
dans SIGNALGT:. Il est ainsi adapté a la spécification de systemes réactifs présentant une dualité
continu (échantillonné) et discret (vénementiel ou sequentiel). Lavérification formelledeleur cor-
rection sefait dansun model e équationnel . Deux exemplesde systemesréactifs serviront de support

acet article.

Abstract : We present the synchronous approach to reactive systems programming. We applied in
an experiment in asignificant problem in robot vision. Thisapplication consists of the specification
of a system dealing with various domains such as robot control, computer vision and transitions

between different modes of control.

1. Langagessynchrones et systémesréactifs

Les langages synchrones sont particulierement adaptés
a la conception des systemes réactifs. Une maniere d'in-
terpréter |I'hypothése synchrone est de considérer que
chaque calcul, au sens large du terme, se produit dans
I"instant logique. Une famille de langages est basée sur
cette hypothése [Hal93]. Leur but est de permettre une
conception sre d applications critiques, en particulier
celles concernant le traitement du signal ou le contrdle de
processus. Basés sur une abstraction du temps réel en un
temps discret et logique, ces langages sont munis d’'une
forte semantique. Cette semantique leur permet d’ offrir a
I’ utilisateur des environnements de programmation com-
plets allant de la spécification ala génération automatique
de code exécutable en passant par la vérification formelle
du code généré. Parmi eux, SIGNAL est un langage temps
réel, synchrone de caractere flot de donnée [LLGL91].
Son modéle de temps est basé sur les instants, et ses
actions sont réalisées lors de ces instants. Nous verrons
cependant qu’'une extension de SIGNAL: SIGNALGT:
offre la possibilité de spécifier des taches ayant une durée
et autorise la préemption de taches sur des intervalles de
temps [RL94]. De plus, il existe un systéme autorisant
la vérification formelle de code source et les preuves de
propriétés: SIGALI. L' utilisation de SIGNAL offredonc un
trés haut niveau d' abstraction concernant la spécification
ainsi qu’ un modele temporel cohérent et puissant.

2. Spécification et miseen cauvrede systemesr éactifs.

Nous présentons ici de fagon succincte le langage syn-
chrone SIGNAL ainsi gu'une extension récente de ce

langage aux intervalles de temps. La spécification d'un
systeme réactif de vision robotique est ensuite présentée
tant au niveau “continu” (flots de données) que discret
(sequencement et préemption de taches).

2.a Lelangage SIGNAL

SIGNAL [LLGL91] est un langage de programmation et de
spécification de systemes interactifs ou temps-réel, faisant
partie de la famille des langages synchrones [Hal93]:
on fait ains I'hypothése que toutes les actions d'un
programme sont instantanées. Le langage SIGNAL, est un
langage de type flot de données et de style déclaratif. Il
est construit autour d’ un noyau restreint d’ opérateurs de
base. Ceux-ci manipulent des signaux, qui sont des suites
non bornées de valeurs typées, dont une horloge associée
détermine les instants auxquels la valeur est présente;
par exemple, un signal X dénote la séguence (x¢)ier
de données indexées par le temps ¢ dans un domaine 7.
Des signaux d'un type particulier appelés event sont
caractérisés seulement par leur horloge, ¢’ est-a-dire leur
présence (ils ont la valeur booléenne true a chague
occurrence). Etant donné un signal X, son horloge est
donnée par I'expression event X, qui donne I’événe-
ment présent simultanément a X. Les constructeurs du
langage permettent de spécifier dans un style équationnel
des relations entre les signaux, c'est-a-dire entre leurs
valeurs et entre leurs horloges. Des systemes d’ éguations
sont construits en utilisant la composition.

Le compilateur se livre a une analyse de la consistance
du systéme d’' équations, et détermine si les contraintes de
synchronisation sont bien vérifiées. Si c'est lecas, et s le
programme est contraint de fagon a calculer une solution



unique, alors un code exécutable est produit (en C ou en
Fortran).

A. Le noyau de SIGNAL. En SIGNAL, les opérateurs
de base définissent des processus &émentaires, chacun
correspondant a une équation :

L es opérateursfonctionnels. IIs sont définis sur lestypes
du langage (par exemple la négation booléenne du signal
E:not E).Lesigna (Y;), défini par lafonction f dans:
Y, = f(Xlt s XQ” ey Xnt) est écrit

Y= f[ X1, X2, . Xn}
| |

Les expressions fonctionnelles sont monochrones, ce qui
signifiequelessignaux Y, X1, ..., Xn sont ditssynchrones:
ilspartagent laméme horloge. En d’ autrestermes, pour cal-
culer lavaleur de Y, tous les X; doivent &re disponibles
al’instant ¢; pour cette raison ils sont contraints a avoir la
méme horloge, cellede Y.

Leretard. Il donnelavaleur passée d’un signal, ce qui est
généralement noté ZX; = X;_4, avec lavaeur initiale
ZX; =V, for 0 <1i < d; en SIGNAL, pour le cassimple
oud = 1, on écrit:

ZX: = X$1 |avecl'initialisation| ZX i nit VO

Ledéai est monochronelui aussi, ¢’ est-a-dire que X et ZX
ont la méme horloge.

Lefiltre. Le sous-echantillonnage d' un signal X selon une
condition C est écrit: | Y: = X when CJ Cet opérateur
est polychrone: les opérandes et le résultat n'ont pas la
méme horloge. Le signal Y est présent si et seulement si
X et C sont présents au méme instant et que C ala valeur
t rue. Aing, Y est moinsfréquent que X et que Calafois:
I"intersection des horloges de X et de C (c'est-adire les
instants ou I’ expression peut &tre évaluée) inclut I horloge
de Y (qui ne comporte que les instants ou C s évalue a
t rue). Quand Y est présent, savaleur est celle de X.

La fusion. On définit la fusion de deux signaux X et Y
par: [Z:= X default Y| . Cet opérateur auss est
polychrone: I"horloge de Z est I’union de cellesde X et Y,
elle est donc plus fréquente que chacune d’ elles. Lavaleur
de Z est celle de X quand il est présent, sinon celle de Y
quand il est présent.

L a composition. Les processus & émentaires peuvent étre
composés par |’ opérateur commutatif et associatif “| ” qui
dénote’ union des systemesd’ équations. En SIGNAL, pour
des processus P, et P onécrit:[(| P | P2 |) |
Par exemple, I'équation z; = f(x:—1) + 1 peut aussi

s écrire:
Tt
ZXxt

cequi s écrit en SIGNAL :

(] Xo=1f(2ZX) + 1| ZX:= X$1 |).
Le langage est construit autour de ce noyau et comporte
des opérateursdérivés pour lestableaux ou lesvariables par
exemple. On peut définir des sortes de macro-instructions:
des schemas de processus, qui ont un nom, des paramétres
et des signaux d’entrée et de sortie typés, un corps et des

= flzze) +1

= Ti-1

déclarations locales. Les instances de schémas de proces-
sus rencontrées dans un programme sont expansées par un
préprocesseur du compilateur.

B. Séquencement de téches flot de données. Un récente
extension a SIGNAL (SIGNALGT:) introduit la notion
d'intervalle de temps, défini par des événements de début
et de fin et désignant un &tat alternant entre les valeurs
i nsi de et out si de. Associer un intervalle de tempsl
et un processus flots de données P définit une tache. Cette
tache est active lorsque I'intervalle | est i nsi de et
est inexistante (pas d horloge), lorsque I'intervalle | est
out si de.

I existe deux méthodes pour construire lestaches, qui sont
aussi deux structurede préemption: dansP on | ,lecom-
portement de P reprend dans |’ &tat courant de ses variables
d états, dors que dans P each |, il reprend depuis son
état initial. On peut ainsi spécifier simplement des sequen-
cements et des structures de préemption sur des taches a
flots de données[RL94]. Une version de cette extension de
SIGNAL aétémise en cauvre souslaforme d’ un préproces-
seur au compilateur, qui traduit un programme SIGNALGT
en un programme SIGNAL.

2.b Application: un systemede vision active

Dans un premier temps, nous prendrons comme exemple
de systeme réactif, un systéme de vision robotique per-
mettant la reconstruction de scenes tridimensionnelles. La
tache de ce robot est de créer un modéle géométrique 3D
de son environnement a partir de la sequence d’'images
acquises en temps réel. Une méthode générde a été
établie permettant de localiser toute primitive geométrique
paramétrable. Elle est basée sur I’ utilisation de la matrice
d interaction qui permet derelier lesinformationsvisuelles
sur la primitive considérée au mouvement de la caméra
Lorsgue les mouvements sont quelconques les erreurs
de localisation sont trés importantes. |l a éé cependant
montré qu’'un déplacement adéquat de la caméra par
rapport & la primitive a localiser permettra de minimiser
les erreurs sur I’ estimation des paramétres de la primitive.
De tels mouvements seront réalisés en utilisant I’ approche
commande référencée-vision ou asservissement visuel.
Cependant, cette approche ne permet de reconstruire
qu’une seule primitive alafois; de plus une connaissance
a priori sur la nature de la primitive est nécessaire afin
de générer les mouvements optimaux de la caméra. |l
faut donc Sabstraire de ces contraintes en définissant
des stratégies de perception de la scene afin de permettre
une représentation 3D précise et compléte de la zone
a reconstruire. Le schema de base proposé consiste a
focaliser successivement lacamérasur les différents objets
de la scéne et a les reconstruire. La stratégie de recons-
truction de la scene 3D est donc constituée de phases
d asservissement visuel durant lesquelles la primitive
3D sur laquelle la caméra est focalisée sera reconstruite,
et de phases de recherche d'informations permettant de
selectionner les futures primitives a reconstruire. 1l est
donc apparu clairement que I’ une des difficultés de cette
étuderésidait, entre autres, danslafacon de gérer ladualité



continu/événementiel dans la gestion du mouvement de
la caméra et des stratégies de perception. Dans un tel
systeme, la réactivité intervient donc a deux niveaux
distincts: dansle calcul delacommande en boucle fermée
ou le systeme doit réagir a chague instant en fonction des
informations transmises par le capteur, et au niveau du
controle de tache ou le systéme doit réagir a des événe-
ments extérieurs par des changements d’ éat. Dans cette
optique, SIGNAL met anotre disposition une méthodol ogie
de programmation unifiée permettant d’intégrer |’ aspect
“continu” des algorithmes de commande et d’ estimation
avec |"aspect “évéenementiel” des stratégies de perception
au sein d'un langage tempsréel de haut niveau [MCR95].
Les méthodes de programmation classiques ne sont pas
bien adaptées a la spécification et a I'implémentation de
tels algorithmes. Un langage classique impératif requiert
une prise en compte explicite des aspects bas niveau
de la mise en ocavre (tel le sequencement des calculs
imposé par les dépendances entre les données) ainsi que
des problémes temporels pour lesguels ils ne fournissent
pas de support ou de modele bien établis. Les intéréts
de SIGNAL sont multiples pour cette application. D’une
part, son caractere flot de données est parfaitement adapté
aux taches d asservissement visuel et aux algorithmes de
reconstruction 3D. Les opérateurs de SIGNAL permettent
une programmation aisée des algorithmes utilisant des
valeurs mesurées a des instants précédents (dans notre cas,
mesure du déplacement de la caméra, mesure du déplace-
ment des primitives entre plusieurs images successives,
filtres moyennant, etc).

A. L'asservissement visuel : algorithme flot de données.
L’ asservissement visuel consiste a utiliser les information
fournies par une caméra mobile commandable afin de
réaliser des taches @émentaires (positionnement, suivi
d’ objet mobile, suivi de trajectoire) en controlant la
situation ou le mouvement de la caméra par rapport a
sont environnement. L'approche consiste a spécifier le
probleme en termes de régulation dans I'image ce qui
permet de compenser les imprécisions des modeles de la
caméra et de |’ effecteur.

Laloi de commande en bouclefermée sur lesinformations
capteurs utilisées en asservissement visuel consiste en la
régulation d'une fonction de tache qui peut, de maniere
schématique, sécrire ¢ = f(s) ou ¢ est la vitesse de
I” effecteur exprimé en fonction des signaux capteurs s. Le
contrdle de I’ effecteur est une fonction continue f plus
ou moins complexe. L'implémentation d’'une tel loi de
commande est réalisé en “discrétisant” le flot d'informa:
tion s en provenance de la caméra (cadence vidéo) en un
flot de valeurs s;, qui est ensuite utilisé pour calculé un
flot de commande ¢; : Vt,e: = f(s:). Ce type de calcul
numeérique et flot de donnée est le champ d application
privilégié des langages flot de données et de SIGNAL
en particulier. De plus, comme le montre I'indice ¢ dans
I’équation schematique présentée, la présence simulta-
née des signaux mis en jeux est parfaitement gérée par
I"hypothése synchrone.

Une description modulaire du programme SIGNAL met-

tant en oauvre |’ asservissement visuel est présentée sur la
figure 1. Au plus haut niveau de description on retrouve
les 3 processus principaux synchrones entre eux :

e le processus CAMERA OUTPUT qui produit un flot
d'information capteur ala cadence vidéo (horloge du
systéme) ;

e Cesinformationssont regues par le processus de calcul

delacommande qui est calculéeen utilisant I’ approche
fonction de téche;

e Lacommandedelacaméraainsi calculéeest transmise
a la commande numérique du robot par le processus
ROBOT _CONTROL.

Le processus de calcul de lacommande est lui méme dé-
COMPOSE en sous processus permettant de calculer les er-
reursentreles signaux capteurs courantset les signawx cap-
teurs désirés, lavaleur courante delamatrice d' interaction
L, latache primaire (convergence vers un motif a atteindre
dans I'image) et la tache secondaire (suivi de trajectoire),
etc.

CAMERA_ ROBOT_ <
UTPUTC ) CONTROL{ >

PERFORMING TRAJECTORY_[ 7
_ERRORC TRACKING( )
CAMERA_ |}
YELOCITY
)
Gl
- INTERACTION Cﬁg
POSITION(C ) P—P—F_SCREM( ) O

PRIMARY_[ |
TASKC >

DESTRED_

(| P:= CAMERA_OUTPUT{}
|(J L := INTERACTION_SCREW({ pd,Pd}
| error := PERFORMING_ERROR{ RPd}
| tau:= PRIMARY _TASK{L error}
| trgj := TRAJECTORY _TRACKING({ pd}
when error <epsilon
default NULL_MOTION{}
| Tc:= CAMERA_VELOCITY{tau,traj} |)
| SEND_VELOCITY{Tc} |)

FIG. 1—Programme SIGNALpour |’ asservissement visuel
(graphique et texte).

B. La reconstruction 3D : processus dynamique et paral-
[élisme. L’ objectif de la reconstruction est de remonter a
lastructure 3D de I’ objet observé en utilisant les informa-
tionsextraitesd’ une sequenced' image [ CBBJ94]. Le mou-
vement de la caméra nécessaire a une reconstruction op-
timale sera généré en utilisant la méthode de I’ asservisse-
ment visuel décrite précédemment. En fait, I’ estimation de
lastructure 3D de I’ objet se feraméme en paralldedu cal-
cul delaloi de commande.

Leprocessusd’ estimation des parametres3D d’ un objet est
basé sur I utilisation de la valeur courante et des valeurs



passéesdelaposition delaprimitive dansl’image, ceci afin
de mesurelavitesse decelle-ci dansl’image. Deplus, il est
aussi nécessaire de connaitre la vitesse de la caméra entre
deux instants ¢ et t — 1. Ces valeurs passées des signaux
peuvent aisement &re exprimées grace a |’ opérateur délai
$de SIGNAL. Aing, s P est lesignal portant la position de
laprimitive dans|’imageet Tc celui portant lavitessedela
camera I’ estimation p des paramétres de la caméra pourra
S exprimer par ;

(| p:= ESTIMATION{ PZRZTc}
| ZP:=P$1 |ZTc:=Tc$l |)

Le parallélisme entre processus peut &tre obtenu en utili-
sant |’ opérateur de composition “| " qui est alorsinterprété
comme un opérateur de parallé@lisme entre les processus
communiquant a travers les signaux mis en jeux. On
pourraalors gjouter en parallele du processus d’ estimation
précédent, le processus de contrdle présenté a la section
précédente. Schématiquement on aura;

(| Tc:= CONTROL{ RPy,p}
| p:= ESTIMATION{ RZPZTc} |)

C. SAquencement de tache Finalement, I’introduction ré-
centedelanotion d'intervalle de temps dans SIGNAL offre
la possibilité de gérer la hiérarchisation, le sequencement
ainsi que la préemption de taches. Ce niveau de program-
mation autorise la spécification et I'implémentation de ma-
niére ai see d’ un automate hiérarchique paralléle qui assure
le sequencement des différentes taches de vision.

L' approche utilisée pour la reconstruction ne permet de
reconstruire qu’ une primitive a la fois, le capteur devient
donc une ressource “rare’. Afin d'éviter des requétes
conflictuelles, il faut concevoir un séquenceur donnant
alternativement a une tache le contrdle du systeme de
vision. Un séquencement de sous-téches d’ asservissement
visuel est donc nécessaire pour passer de la reconstruc-
tion d'une primitive a une autre, et ainsi obtenir, par
construction incrémentale, une représentation compléete
de la scene. Ce ségquenceur peut souvent &re réduit a un
simple automate (c'est souvent le cas dans les systémes
réactifs). Une approche objet similaire la notre, utilisant
le langage synchrone ESTEREL et |le systeme ORCCAD,
a été proposée dans [SECK93]. Pour notre part, nous
nous sommes intéressés a la conception d’'un automate
hiérarchique paralléle (voir Figure 2) capable de gérer
I’ensemble du processus de reconstruction d' une scéne
complexe. Cet automate sélectionne et gere les actions
a effectuer en fonction des événements 2D percus dans
I"image, des connaissances acquises et répertoriées au fur
et a mesure de lareconstruction, ainsi que de la détection
de la fin d'une tache d' asservissement visuel [MCR95].
De maniére plus précise, a chaque état de I'automate
hiérarchique, on associe une tache, par exemple une
tache d'asservissement visuel, et un intervalle de temps
pendant lequel cette tache sera active (voir Figure 3. A ce
niveau, chague action (tache) peut étre considérée comme
atomique ce qui nous place dans le méme formalisme que
celui des systemes a évéenements discrets et nous permet
donc d'utiliser le méme type d outils. En contraignant

Reconstruction de la scéne
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FIG. 2 — Automate hiérarchique paralléle
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les téches sur un intervelle de temps, I'utilisation de
SIGNALGT:, autorise par exemple la combinaison de
comportements (parallélisme entre taches), la préemption
ains que le sequencement de taches. Il permet d'autre
part le traitemenent de la terminaison des taches flot de
données.

ARy IREC 1. 1E
DBempty=false DBempty=false DBempti —true
e}  m el m  1f
~Inat ~ Inat 1
Cylinder=true Cylinder=talse
: Iev : } Isl E
: H 1c1 : |
; Ir ; Ir; :
""""" F— g

FIG. 3 — Sécification du séquencement en terme d’inter-
valle: unetrace possible.

Un processus flot de données, comme nos tache de vision,
porte en lui laspécification complete de son comportement
mais pas celle de sa terminaison. Cet aspect doit alors étre
défini separement. Une fagon de décider de laterminaison
d’'une tache est de spécifier un critére dépendant des don-
nées capteurs ou des calculs effectués par le processus | ui
méme. L’ évaluation de ce critere doit sefaire a chaqueins-
tant, de cefait, cette évaluation devient alors un autre pro-
cessus flot de donnée. L'instant ou la condition est vérifiée
peut &tre marqué par un événement discret, qui, causant la
terminaison d’ unetache, peut aussi étrelacaused’ unetran-
sition vers une autre tache au méme niveau ou a un niveau
pluséevédans|’ automatehiérarchique. Dans cette optique
cetype d’ événement peut &tre utilisé pour marquer lafinde
I’ éxécution interne d’ une tache.

Primitive_estimation:

(| Optimal_estimation

|(| Coarse_estimation; | ... | Coarse_estimation,, |)

| Occlusion_avoidance| Joint_limits_avoidance |)
Coarse_estimation;:

(| Ir; :=] New_Segment, Segment_L ost ] init outside

| Coarse_estimation each Ir; |)

Optimal estimation:

(| Inat:=] close Il default close Icl, Cyl] init inside

| Nature each Inat

| lev:=] when Cyl, when (| prec |< ecv)] init outside

| Cylinder_vertex each lcv

| Icl:=] close lcv, when (] prec |< e.;)] init outside

| Cylinder_length each Icl

| 1sl:=] when not Cyl, when (| prec |< eg;)] init outside
| Segment_lengtheach Il |)

En utilisant I’opérateur de composition, le parallélisme




entre deux taches devient transparents. C'est le cas par
exemple de I'estimation optimale et des estimations
sommaires qui sont réalisées en parallée. Lesflotsd’infor-
mations en entrées de ces processus provenant du meme
capteur sont synchrones, de fait, il peuvent donc étre uti-
lisés au méme instant logique. En fait, nous avonsici, un
parallélisme de spécification, le travail de synchronisation
et de communication entre les différentes taches est laissé
au compilateur.

Laspécificationdel’ application en SIGNALGT: est donnée
ci dessus d'une maniere simplifié en gardant uniquement
les aspects essentiels.

Lafigure4 montrel’ environnement d' éxecution del’ appli-
cation crée avec le langage Signal.

of i

FIG. 4 — Environnement synchrone pour la reconstruction
de scénes 3D.

3. Vérification formelle - Preuve de propriété.

Nous regardons dans cette partie ala vérification formelle
du code source. SIGNAL &tant basé sur une approche égqua-
tionnelle, les programmes SIGNAL peuvent donc étre
considérés comme un ensembl e d’ équati ons de contraintes
entre les différents signaux. Pour réaliser la preuve d'un
programme SIGNAL, celui ¢i est, dans un premier temps,
traduit en un systeme d’ équations polynomiales.

3.a Codage polynomial
L e codage polynomial décrit les aspects logiques et lasyn-
chronisation des programmes. Les informations représen-
tées sont | absence ou la présence des signaux ainsi que la
valeur des signaux booléens.
Pour les booléens, le codage est :
{ Present A Vra: —  +1
Préesent A Fauz — -1
Absent — 0
Pour les signaux non-booléens dont la valeur ne peut pas
&tre représentée, on code simplement I’ absence ou la pré-

sence:
{Pr’@ent - +1

Absent — 0

Chaque opérateur € émentaire du noyau SIGNAL est ainsi
codé sous forme équationnelle.

Par exemple C: = A when B, signifiantif & = 1 then
c=a€lsec = 0", estréécritec = a(—b—b?). Certainsopé-

rateurs peuvent étre codés de deux fagons suivant le type
des signaux. Latable suivante donne le codage sous forme
d’' équations des processus &l émentaires.

Signaux booléens
= not X y = -z
z = Xand v % = mlv-z-y-1
=y
- Xorv A L
Z = X default Y z = z+ (1 -2y
Z = X wenyY z =  z(-y—y?)
¢ = o4+(1-5)
Y = X $l (I nit yo) Yy = 1‘25
& = yo
Signaux non booléens
Y = f(Xl,,Xn) y2 = 1‘? = ... = l’%
VA = X default Y z = z° + 3% — 2%y
Z = X when Y 2,’2 = 1‘2(_y — y2)
Y = X $l (l nit yo) y2 = ;1;2
Un processusest donc traduit en un systeéme d’ équationsde
laforme:
QX)YY) = 0
X' = PX,)Y)
QO(X) = 0
Ce systeme est constitué

— d'un ensemble de n varigbles X = {X3, ...
appelées variables d' états;

aXTL}l

— d’un ensemble de m variables d’ évenements
Y ={¥1,..., Y},

— d'un ensemble de contraintes @(X,Y) = 0. Il est
représenté par un vecteur [Q1, . . ., Q,,], regroupant
toutes|es équations caractérisant I’ aspect statiquedu
systeme (invariant pour tout les instants ¢);

— d'unefonction d' &volution P(X,Y) de (Z/g,)"*™
dans (Z/g,)". Cet ensemble regroupe toutes les
équations concernant les variables d’ état et caractée-
rise |’ aspect dynamique du systeme;

— d'une contrainte d'initialisation Qo (X) = 0.

Les X proviennent de la traduction des signaux retardés,
les Y représentent les signaux booléens et |es horloges du
programme. Le systeme dynamique décrit les suites de
couples (état, evénement) que peut produirele programme,
c'est adire lessuites (z;, y;)iew tellesque Qo(z0) = 0 et
pour tout : € N,

Qzi,yi) = 0

P(zi,yi) = zig1

Ces suites sont appel ées les trajectoires du systeme.
Nous avons donc un moddle mathématique qui caractérise
le comportement logique de notre modéle. Dans la pers-
pective de I’ analyse du comportement de ce systeme et de
lavalidation de propriétés, nous avons besoin d’ opérations
sur les systémes d’ équations polynomiales

3.b Opérations sur les systémes dynamiques polyno-
miaux.

La théorie des systemes dynamiques polynomiaux uti-

lise les opérations éémentaires d'algebre. L'idée est de



convertir des propriétés exprimées a I’aide d ensembles
d états ou dévénements en propriétés équationnelles
équivalentes. Par la suite, la méthode classique utilisée
est de remplacer ces systémes d’ équations par des idéaux
de polyndmes. On peut alors traduire les propriétés des
ensembles par des propriétés sur les idéaux. L'intérét
des équations est de représenter de maniere compacte les
ensembles manipulés avec un ensemble de méthodes bien
établies[LBL91, Le 93].

A. Description des objets de base et des opérations. Soit
' anneau A[Xa Y] = 7/3Z [Xa Y]/<X3—X,Y3—Y> quo-
tient des fonctions polynomiales? : Cet anneau représente
I’ensemble des polyndmes dans Z /37 pour lesguels le
degré en chaque variable est inférieur ou égal a2.

Soit £ un ensembledevariablesévénementset devariables
d’ états appartenant a (% /37,)"*™. Alors, I’ ensemble sui-
vant de polyndmes:

I(E)=A{p € A[X,Y]/V¥(z,y) € E, p(z,y) = 0}

est appelél’idéal de F dans A[ X, Y]. Cet ensemblerepré-

sente tous les polynémes, pour lesguels I’ ensemble E est

solution.

Reéciproquement, a chaque ensemble de polyndémes G, on

peut associer un ensemble de (Z/37 )" ™, appelé la va-

riété de (G, définie de la maniere suivante:
V(<G>)=A{(zy) € (Z/3z)"*™ | Vp € G, p(z,y) = 0}

ou, pour un ensemble de polyndmes G, < G > estI'en-
semble de toutes les combinaisons linéaires entre les poly-
nbmesde G. L'ensemble V(< G >) représente toutes les
solutions de I’ ensemble G de polyndmes.

L'intérét des idéaux réside dans le fait qu'il existe une
correspondance directe entreun idéal et lavariété associée.
Ainsi, au lieu de manipuler I’ensemble des solutions £
de I'équation de contraintes, représenté dans notre cas
par une vari&é, on peut facilement la convertir en un
idéal I(E), représenté par un unique polyndme. De cette
maniére, il est possible de convertir des propriétés portant
sur des ensembles d’ états et événements en des propriétés
équivalentes sur lesidéaux de polyndmes associés.

B. Opérations portant sur le comportement dynamique.
Pour traduire le comportement dynamique d'un sys
teme dynamique polynomial, on introduit la notion de
morphisme et de comorphisme. Un morphisme est une
fonction polynomiale P de (Z/37)"*t™ dans (Z/37)"
(I" équation d’ évolution du systeme X’ = P(X,Y), par
exemple). A cette fonction polynomiale, ou morphisme
P, on associe une fonction duale: le comorphisme P* de
Z /37 [X] dansZ /37 [X,Y] définie par:

pour un polyndéme p € Z /37 [X]:

P*(p(X)) =P (p(Xy,...., Xn))
= p(PL(X,Y), ..., Pa(X,Y))

ou Pi,..., P, sont les composants de P. En d autres
termes, P*(p(.X)) est obtenu en substituant a chague
X; dans p, le polyndme correspondant P;(X,Y), i®M€
composante de P. En fait le comorphisme peut &re vu

1. X? — X (resp. Y? — Y') représente tous|es polyndmes X — X;
(resp. Y2 - Y3).

comme une application calculant I’ensemble des états a
partir desquels, il est possible d'atteindre en un pas les
états solutionsde I’ équation d’' évolution.

Pour implémenter ces relations sur les idéaux et les
variétés, il est nécessaire d'avoir un systéme de calcul
symbolique performant: SIGALI. On utilise pour cela
une représentation des fonctions polynomial es sous forme
de graphes de décision ternaires [Le 93, Dut92], qui est
une extension des graphes de décision binaires qui sont
performants dans |’ algebre de Boole [Bry86, BRB90].

3.c Propriétés sur les systemes dynamiques polyno-
miaux

Informellement, une propriété de securité décrit le fait que
de" mauvaiseschoses’ ne peuvent pas se produire[AS86].
Dans notre cas, cette sorte de propriété couvre laclasse des
propriétés, décrivant un ensemble de bon états, qui restent
invariants. Ladéfinition suivanterappelleladéfinition d' un
ensemble d’ états invariant.

Definition 1 Invariance. Un ensemble d' états E est inva-
riant pour un systéme dynamique polynomial, si et seule-
ment si pour chaque &at * € F et pour tout éveénement
y admissible dans |’ état z, I'éat ' = P(z,y) appartient
ak.

De cette maniere, si I’on décrit une propriété par un
ensemble équivalent d' états, vérifiant la propriété, celle-ci
est toujours vérifiée si et seulement si cet ensemble équi-
valent d'états est invariant pour le systeme dynamique.
En partant de cette définition, on peut prouver, qu'une
propriété, representée par un ensemble d'états £, est
Invariante pour un systeme dynamique polynomial, si et
seulement si:

<PYI(E)> C <Q> +I(B)Z/37X,Y]

Il peut cependant arriver qu’ un propriété ne soit pas in-
variante. Dans ce cas, il est intéressant de calculer le plus
grand sous-ensemble invariant contenu dans £. Ce calcul
est réaliseal’aide du calcul d’'un point fixe. Un autre type
de propriété appartient a la classe des propriétés de sécu-
rité: I’invariance sous-controle d’ un ensemble d’ états.

Definition 2 Invariance sous-contrdle. Un ensemble
d états F est invariant sous-contrble pour un systéme
dynamique polynomial, si et seulement si pour chaque état
z € E, il existe un événement y admissible dans I’ état z,
tel quel’&at »’ = P(z, y) appartienned E.

En partant de cette définition, on peut prouver, qu' une
propriété, représentée par un ensemble d'éats E, est
Invariante sous-contrdle pour un systeéme dynamique
polynomial, si et seulement si:

(<Q> + P (I(E)) n Z/371X] C I(E)

Il est également possible de calculer le plus grand
sous-ensemble invariant sous-contrdle contenu dans un
ensemble E donné.

D’ autres classes de propriétés peuvent se déduire a partir
des propriétés de vivacité, d'invariance et dinvariance
sous contrble.

Definition 3 Propriétéd’accessibilité. Un sous-ensemble
F d'états est accessible pour un systeme dynamique, si et



seulement si chaque &at « € F' peut &re atteint a partir
des états initiaux du systéme dynamique considéré (i.e,, il
existe unetrajectoireinitialisteen F, qui atteint z).

Lavérification de cette propriété se fait en utilisant le plus
grand sous-ensemble invariant, décrit brievement dans le
paragraphe précédent. En effet, on peut prouver qu’un en-
semble d' &états F' est accessible a partir des états initiaux
d'un systeme dynamiquesi et seulement si lesé&tatsinitiaux
du systéme dynamique considéré ne sont pasinclusdansle
plus grand sous-ensemble invariant du complémentaire de
I (Ceci revient adire qu'il n’existe pas de trajectoires du
systeme, initiaiséesen Ey, qui atteignent des états a partir
desquelsil est impossible d atteindre des états vérifiant la
propriété).

Definition 4 Propriété d'attractivité. Un ensemble
d états I est attractif visa-vis d'un autre ensemble
d états F, si et seulement si, chaque trajectoire du systeme
initialiséedans un état de £ atteint I’ensemble F.

On peut prouver qu'un ensemble d'états F' est attractif
visavisde E s et seulement si I'ensembled’ &tats £ n’est
pas inclus dans le plus grand sous-ensemble invariant
sous-contrdle contenu dans le complementaire de F' (i.e,
une trgjectoire du systéme ne peut atteindre un ensemble
invariant, qui ne contient pas I’ensemble F, et a partir
duquel il estimpossible d’ atteindre 7.

Le lecteur intéresse par des études de vérification de pro-
priétés sur divers systémes pourra se reporter a[MRS95g]
ou a[ALMRO5].

3.d Application a la vérification du contrdleur d'un
poste de transfor mation éectrique

Cette méthodologie de preuve a &té utilisée pour la véri-
fication de la spécification d’ un transformateur de tension
du réseau EdF. Ce poste apour but d’ abaisser latension du
courant en vue de sa distribution dans les centres urbains.
Durant I’ exploitation d’ un poste, plusieurstypesde défauts
peuvent apparditre (défaut de phase (PH), homopolaire (H),
ou wattmétrique (W). Pour protéger le matériel et I envi-
ronnement, plusieurs disjoncteurs ont &té placés sur diffé-
rentespartiesdu poste. Lorsdel’ apparitiond’ un défaut, des
capteurs alertent les différents disjoncteurs, controlés par
des controleurslocaux appel éscellules(celluleliaison, cel-
lule arrivée et cellule départ.

A. Descriptionformelled unecelluledépart. Cettecellule
adeux activités: la phase de confirmation du défaut, suivie
de la phase de traitement du défaut.

La phase de confirmation a pour but de faire disparaitre
les défauts fugitifs. Pour chacun des types de défauts un
délai est déclenché, permettant de tester si ce défaut est
permanent ou non. |ls sont testés en séquence, jusqu’a
ce qu'un dentre eux soit confirmé (i.e, présent a la
fin du délai correspondant). De plus cette sequence est
interrompue dés que le défaut disparait, ou quand un des
défauts préal ablement examinés apparait.

La phase de traitement commence des que le défaut a été
confirmé. On alterne alors entre une ouverture du disjonc-
teur durant un délai variable et safermeture afin de vérifier

si le défaut n’apas disparu. On ouvre le disjoncteur durant
un délai donné, on le referme aors. Si le défaut est tou-
jours présent, on répéte cette opération pendant un certain
nombre de cycles. Si le défaut persiste ala fin du dernier
cycle, ledisoncteur est définitivement ouvert et son traite-
ment est pris en charge par un intervenant extérieur.

La specification de cette cellule (et des deux autres) a été
réalisée en utilisant SIGNALGT; [MRS95b)].

B. Vérification de la cellule départ. On rappelle brieve-
ment lebut delaphase de confirmation spécifieen SIGNAL.
Le processus confirmation est activé lorsque le défaut ap-
pardit (i.e., émission de|’événement fir st _Def ect ). Le
processus émet |’ événement de sortie Def _Conf lorsque
le défaut est confirmé et le signal booléen Def ect,
donnant I’ &tat de cette cellule. Ce dernier est vrai quand un
défaut extérieur est détecté (réception de Ext _Def ect ),
ou quand un dé&faut aété confirmé (Def _Conf ), autrement
il est faux lorsque le défaut n' est pas présent.

On veut donc analyser |es propriétés suivantes:

(1) La phase de confirmation et la phase de traitement ne
sont jamais en cours aux mémes instants

Cette propriété peut étre établie, en prouvant que I'en-
semble des états correspondant a la situation ou la phase
de traitement et la phase de confirmation sont actives en
méme temps, N’ est pas accessible depuis les états initiaux
du systeme dynamique polynomial.

Cest ainsi, que I'on considere les deux intervalles
| _Treat et | _PH, encodés par des booléens qui sont
vrais quand le systeme est en phase de traitement, respec-
tivement en phase de confirmation. Apres la traduction du
programme SIGNAL en systeme dynamique polynomial,
on cacule I'ensemble des éats conf _and_treat |,
oul Treat=1et|_ PH=1. La méthode consiste alors
a verifier que I'ensemble des états conf _and_t r eat
N’ est pas accessible depuis les états initiaux du systeme.

L' accessibilité de cet ensemble d’ &tats peut &tre vérifiée
en utilisant lafonction reachable(prop) qui rend vrai si les
états vérifiant la propriété sont accessibles depuis les &ats
initiaux et faux sinon. Dans notre cas le résultat est faux.
(2) Quand un défaut apparait, on aura nécessairement:

(a) Laconfirmation du défaut,
(b) ou ladisparition du défaut,
(c) oul’apparition d’un défaut extérieur.

ces trois possibilités ont été spécifiees en SIGNAL par un
unique booléen DEFECT qui est présent quand I’ une des
trois possibilités est présente?.

Cette propriété peut étre prouvée en vérifiant I’ attractivité
de |’ ensembledes états F', ou DEFECT est présent, a partir
de I’ensemble F, le défaut apparait (i.e., il y a une occur-
rence de I'événement Fi r st _Def ect ). En appliquant
lafonction attracti vity, décrite par la définition 4,
on peut prouver que F' est attractif vis a visde E (i.e,
chaque fois qu’ un défaut apparait, touteslestrajectoires du
systéme amenent dans des états ou DEFECT est présent.

2. Cesignal est présent et vrai quand les conditions (a) et (c) sont vé-
rifiées. il est présent et faux lorsque la condition (b) est vérifiee.



(3) Quand un défaut a été confirmé, on aura nécessaire-
ment:

(a) Soit le défaut ne disparait pas et le signal
Def _Br eak est émis,

(b) soit le défaut disparait avec le disoncteur fermé

L' évenement Def _Br eak signale que le disoncteur doit
étre ouvert définitivement (i.e., la phase de traitement n'a
pu faire disparaitre le défaut). la méthode utilisée pour
prouver cette propriété est la méme que celle utilisée pour
prouver la propri&té (2). On calcule I'ensemble des états
E, correspondant aux états ou le défaut a été confirmg,
et I’ensemble F' correspondant a I'union des états ou la
condition (a) et la condition (b) sont vérifiées. Ainsi on
montre que |’ ensemble F est attractif visavisde E.

D’ autres propriétés concernant cette cellule ont &té prou-
vées. On pourrase reporter a[MRS95a] pour avoir plusde
détails sur la spécification de cette cellule, ainsi que sur la
preuve de propriétés.

4. Une méthodologie unifiée.

Nous disposons donc avec SIGNAL (systeme échantillong,
flot de données), SIGNALGT: (systeme a événements
sporadiques - préemption de tache) et SIGALI (preuve de
propri&té) d' un environnement de programmation unifié
permettant la conception aisée de systémes réactifs slirs.
La spécification et la mise en cauvre d’ une systeme robo-
tiqueréactif de vision 3D. Des résultats expérimentaux sur
une cellule robotique ont montré la validité de I’ approche
utilisée. Nous avons ensuite décrit la vérification formelle
d'un contrdleur d’un poste de transformation &ectrique.
L es perspectivesautour de |’ approche SIGNAL concernent
aussi les systemes hybrides, I'implémentation de systemes
distribués, etc. Nous travaillons également a la synthese
automatique de contrdleurs sur des systémes a événements
discrets [RW89] et plus précisemment sur des systemes
dynamiques polynomiaux [DL94]. Une autre perspective
concerne la possibilité de prouver des propriétés, dont le
comportement dépend de variables numériques.
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